Topologias de subespacio, producto y cociente Topologia de subespacio

Topologia de subespacio

Proposicién. Sea (X, T) un espacio topolégico y sea Y C X.
La familia 7y ={UNY | U € T} es una topologia sobre Y,

Demostracién. a) Y =XNY € Typues X €T,y0=0NY €Ty puesh € T.
b) Sea {V;}icy C Ty = paratodo i € | existe U; € T tal que V; = U;NY =

Ui Vi= Ui (UinY)= (Ui, U)NY €T, pues U, Ui € T.

c) Sea {V},V,,...,V,} C Ty = paratodoi € {1,2,...,n} existe U; € T tal que
Vi=UnY=N_Vi=N_,(UunY)=(N_,U)NY T, pues:_, U € T.

La topologia Ty se denomina topologia de subespacio o topologia relativa en Y.

Diremos que A C Y es abierto (resp. cerrado) A -\-J
en Y, si es abierto (resp. cerrado) en Ty.

Proposicién. Sea Y C X. Entonces AC Y
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Cuenta que (X \ U) ny=y \ (U N Y) Conjuntos abiertos (azul) y cerrados (marrén) en Y.
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Base de la topologia de subespacio

Proposicion. Si B es una base para la topologia 7 de X, entonces la familia
By ={BNY | B B} es una base para la topologia T y.

Demostracion. Sea V abiertoen Y ey € V. Existe U abierto en X tal que V = UNY.
Como y € U existe Be Btalquey € BC U. Entoncesy e BNY CcUNY =V.
Por tanto, By es una base para Ty.

Ejemplo. Consideramos R con la topologia usual y X = [0,1] C R. Una base de T x
seria B={(a,b) |0<a<b<1}U{[0,b) |0<b<1}U{(a,1]|0< b < 1}.
Ejemplo. Si consideramos R con la topologia usual y X = Z C R, la topologia de
subespacio en Z es la topologia discreta.

Ejemplo. Consideramos R con la topologia usual y X = [—1,1] \ {0} C R. Entonces
[-1,0) y (0, 1] son abiertos en X, y también son cerrados.

Ejemplo. Consideramos R? con la topologia usual y X = S ¢ R?. Una base de la
topologia de subespacio en S! estd formada por intervalos abiertos de S*.

Ejemplo. Consideramos R® con la topologia usual y X = S2 C R?. Una base de la

topologia de subespacio en S? estd formada por discos abiertos de S2.
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Adherencia, interior,... en la topologia de subespacio

Proposicién. Sean Y un subespacio de X y A un subconjunto de Y. Sea Ax la
adherencia de A en X y sea Ay la adherencia de Aen Y. Entonces Ay = AxNY.

Demostracion. C) Como AxNY escerradoen Y y contiene a A = Ay CAxNY.
D) Como A y es cerrado en Y existe B C X cerrado en X tal que Ay=BnNY.
Como AC Ay C B cerrado de X, se tiene Ax C B. Portanto AxNY C BNY =Ay.

Ejercicio 1. Sea R con la topologia usual. Calcula como son los elementos de la topologia

de subespacio en Y, y el interior y la adherencia de A en Y en los siguientes casos:
a) Y=10,2], A=(0,1) b) Y =(0,2), A=(0,1)
) Y =[0.2\ {1}, A= (0,1) d) Y =[0.2]U(3.4), A=[0,2], B = (3,4).

Ejercicio 2. ;Qué relacién hay entre Ay y Ax N'Y, y entre Fry(A) y Frx(A) N Y?
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Topologia de subespacio. Otras propiedades.

Proposicion. Sea Y un subespacio de X y A C Y. Entonces:
a) Si Y es abierto en X: A es abierto en Y siy solo si A es abierto en X.
b) Si Y es cerrado en X: A es cerrado en Y siy solo si A es cerrado en X.

Demostracion. A abiertoen X = A= ANY, abiertoen Y.

A abiertoen Y = A= UNY, con U abierto de X = A interseccién de abiertos de X.
Acerradoen Y = A=ANY, cerradoen Y.

Acerradoen Y =A=FNY, con F cerrado de X = A interseccién de cerrados de X.

Proposicion. Sea Y un subespacio de X T,. Entonces Y es T,.

Demostracion. Sean x,y € A, x # y. Como X es T, existen U y V entornos abiertos
de x e y, respectivamente, en X tales que UNV = (). Entonces UNY y VN Y son

entornos abiertos de x e y, respectivamente, en Y tales que (UNY)N(VNY) = 0.
Luego Y es T,.

Proposicién. Sea X = AU B, con Ay B ambos abiertos (o ambos cerrados) en X.
Sean f : A— Y y g: B — Y continuas tales que f(x) = g(x) para todo x € AN B.

Entonces h : X — Y dada por h(x) = { f(x)six €A

g(x)six e B esta bien definida y es continua.
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Inclusiones, restricciones y extensiones

Proposicion. Sean X, Y, Z espacios topoldgicos.

a) Si A C X, la funcién inclusién i : A — X es continua (en A consideramos la topologia
de subespacio de X).

b) Sif: X — Y es continuay A C X, la funcién restringida |4 : A — Y es continua
(en A consideramos la topologia de subespacio de X).

c) Sif: X — Y escontinuae Y C Z, lafuncién g : X — Z, obtenida al extender el
rango de f, es continua (en Y consideramos la topologia de subespacio de Z).

d) Sif: X — Y escontinuay f(X) C B C Y, lafuncién h: X — B, obtenida al
restringir el rango de f, es continua (en B tomamos la topologia de subespacio de Y).

Demostracién. a) Si V es abierto de X, i7*(V) = V N A que es abierto en A.
b) Basta observar que f|4: A S XLy,

c) Basta observar que g : X Ty ;> Z.

d) Sea V C Z abierto en Z. Entonces existe W C Y abierto de Y tal que V=WnNZ.
Entonces h™}(V) = f~(W) es abierto de X por ser f continua.

Observacion. Dado X espacio topoldgico y dado A C X, la topologia de subespacio en

X es la topologia menos fina para la que la inclusién i : A < X continua. 5/26
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Inmersiones topoldgicas

Sean X e Y espacios topoldgicos y sea f : X — Y una aplicacién continua inyectiva.
Entonces, la funcién ' : X — f(X) (con la topologia de subespacio en f(X)) obtenida
al restringir el rango de f, es biyectiva. Si f’ es un homeomorfismo de X con f(X),
decimos que la aplicacién f : X — Y es una inmersidn topoldgica.

3
Ejercicio 4. Sean f; : [0,7) — R* £ : [0,21) — R? £ : (0,4> — R?
f : [0,27) — R?, dadas por:
fi(t) = f(t) = (cos t,sen t),

f(t) = (tsin C) , £cos (1))
o s e+5) sen<r+z>cos<f+2>)_

1+sm@<t+g)7 1+sa@<t+g)

i Cuales de ellas es una inmersién topoldgica?

iY si consideramos f; : [0, 3] — R? definiendo £(0) = 0?
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Ejercicios de topologia de subespacio

Ejercicio 5. Sea Y = (0,5]. jCudles de los siguientes subconjuntos de Y son abiertos y
cudles son cerrados en Y con la topologia usual (es decir, como subespacio de (R, 7 ,)?
iY con la topologia de subespacio de (R, 77))?

a) (0,1), b) (0,1], ¢) {1}, d) (0,5], e) (1,2), f) [1,2). g) (1,2], h) (4,5], i) [4,5].

Ejercicio 6. Sea Y = (0,4] U {5}. ;Cudles de los siguientes subconjuntos de Y son
abiertos y cuales son cerrados en Y con la topologia usual?

a) (0,1), b) (0,1], c) {1}, d) (0,4], e) [1,4), F) (1,4], g) [1,4], h) {4}, i) {4,5}.
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Ejercicios de topologia de subespacio

1
Ejercicio 7. Sea X = AUB donde A = { (x, sen (—)> |0 < x < 1} y B = {0} x[0, 1].
iEs A o B cerrado (o abierto) en X? X

Ejercicio 8. Probar que si f : X — Y es un homeomorfismo y A C X entonces
A~ f(A).

En particular, si {xy,...,x,} C X entonces X \ {x1,...,x,} =~ Y \ {f(x1), ..., f(xn)}.
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Ejercicios de topologia de subespacio

Ejercicio 9. Probar que, con la topologia usual (como subespacios de R ¢ R2),
a) (0,1) es homeomorfo a R.

b) [0,1) es homeomorfo a [0, o).
c) [0,00) x [0,00) es homeomorfo a {(x,y) € R? | x>+ y> < 1,x >0,y > 0}.
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Topologia producto

Proposicién. Dados (X,7T), (Y,T’) espacios topolégicos, consideramos la familia
B={UxV|UeT,V eT'}. Entonces B es una base de topologia.

Demostracion. a) Para todo (x,y) € X x Y, se tiene que (x,y) € X x Y € B.

b) Si (Ux V), (U x V') € B, entonces (Ux V)N(U' x V)= (UnNnU)x(VNnV')eB.
La topologia que induce se llama topologia producto sobre X x Y y se denota 7 x T".

Proposicion. Si B; y B, son bases para las topologia de X e Y, respectivamente,
B ={Byx B, | By € B1,B, € By} es una base para la topologia producto sobre X x Y.

Demostracion. Dado W abierto de X x Y y dado (x,y) € W, por definicién de la
topologia producto existe un abierto basico U x V tal que (x,y) € Ux V C W.
Puesto que B y B’ son bases para X e Y, respectivamente, existen B € B tal que
x € BC U, yexiste B € B tal que y € B’ C V. Por tanto, (x,y) € Bx B'C W.

Ejemplo. La topologia usual de R? coincide con T, x T, (T, topologia usual de R).

Observacion. Todo lo que veamos en esta seccidn se puede generalizar a productos
finitos de la forma X; x X5 x -+ x X,,.
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Topologia producto

Proposicion. Si A es un subespacio de X y B es un subespacio de Y, la topologia
producto en A X B coincide con la topologia de A x B como subespacio de X x Y.

Demostracion. Los abiertos de la base de la topologia producto sobre A x B son de la
forma (UN A) x (VN B), con U abierto de X y V abierto de Y.

Los abiertos de la base de la topologia que A x B hereda como subespacio de X x Y son
de la forma (U x V)N (A x B), con U abierto de X y V abierto de Y.

El resultado es consecuencia de que (UNA) x (VN B) = (U x V)N (A x B).

Ejemplo. Sea X = [0,1], Y = S* con la topologia de subespacios de R y R?, resp.
= X x Y es homeomorfo a un anillo con la topologia de subespacio de R?.

Ejemplo. Sea X = Y = S! con la topologia de subespacio de R? = X x Y es
homeomorfo a un toro (hueco) con la topologia de subespacio de R>.

Ejemplo. Sea X = D? (disco unidad) e Y = S! con la topologia de subespacio de
R? = X x Y es homeomorfo a un toro macizo con la topologfa de subespacio de R*.
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Topologia producto

Proposicion. Sean A un subespacio de X y B un subespacio de Y. Si Ay B son ambos
abiertos (resp. cerrados) entonces A x B es abierto (resp. cerrado) en X x Y.

Demostracién. Ejercicio.

o

Proposicion. Si A es un subespacio de X y B es un subespaciode Y = A x B = AxB
yAxB=A xB.

Demostracién (para la adherencia). Como A x B es cerrado se tiene A x B C A x B.
Por otro lado, si (x, y) € A x By U x V es un abierto basico que contiene a (x, y),
como x € A existe X’ € UN Ay como y € B existe y' € V N B. Entonces (x,y’) €
(UNA)x(VNB)=(Ux V)N (Ax B). Por tanto, (x,y) € Ax B.

Ejercicio. ;Se cumple Fr(A x B) = Fr(A) x Fr(B)?

Proposicion. El producto de dos espacios T, es un espacio T5.
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Topologia producto

Proposicion. Sean X, Y espacios topoldgicos y consideremos en X x Y la topologia
producto. Sean 11 : X X Y — X y m : X X Y — Y las proyecciones sobre el primer
y segundo factor, respectivamente.

Entonces 71 y m, son aplicaciones continuas.

Demostracion. Basta ver quesi Uy V son abiertos de X e Y, respectivamente, entonces
m (U)=Ux Y ym,' (V)= X x V son abiertos de X x Y.

Teorema. Sea f : A— X x Y tal que f(a) = (f1(a), 2(a)) para cada a € A. Entonces
f es continua si y solo si las funciones f; : A— X'y f, : A— Y son continuas.
Las aplicaciones f; y f, se llaman funciones coordenadas de f.

Demostracion. =) Como f; = myof y f,b = mof y f es continua, f; y f, son continuas.
<) Supongamos que f; y f, son continuas. Sea U x V un abierto bésico de la topologia de
X x'Y'y consideremos f 1(Ux V). Setieneque a € f}(Ux V) siysolosif(a) € UxV,
esto es, siy solo si fi(a) € Uy f(a) € V. Por tanto, f (U x V) = (U)N £ (V)
que es interseccion de abiertos, y por tanto abierto.

Observacion. Dados X, Y espacios topoldgicos, la topologia producto en X x Y es la

topologia menos fina para la que las proyecciones 1 : X XY — Xym: X XY — Y
. 13/26
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Topologias de subespacio, producto y cociente Topologia producto (para productos infinitos)

Topologia producto (para productos infinitos)
Dada {X;};c/ familia de espacios topoldgicos, sea
X =[] X ={(x)ies | xi € X; para todo i € I}.

icl
Sea By = {[[,c; Ui | U; abierto en X; para cada i € /}.
B1 es una base de topologia que genera la topologia por cajas en X.

Sea B, = {[[;c; Ui | Ui abierto en X;,Vi € I, U; = X;,Vi € | excepto un nimero finito}.
B, es una base de topologia que genera la topologia producto en X.

Proposicion. La topologia por cajas es, en general, mas fina que la topologia producto.
Para productos finitos ambas coinciden.

Siempre que consideremos un producto de espacios topoldgicos, lo supondremos con la
topologia producto, a menos que especificamente establezcamos lo contrario.

Proposicién. Sea X = [[,_, X;, y sea B3; base de la topologia en X;. Entonces:
a) La familia {[],, Bi | Bi € B;} es una base para la topologia por cajas sobre X.
b) La familia {Hiel B,‘ ‘ B,‘ € B,WVI S {il, i2, . I.k}, B,‘ = X,WVI € {I.l, i2, . Ik}} €S una
base para la topologia producto sobre X.
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Topologia producto (para productos infinitos)

Las propiedades que cumple la topologia producto en el caso finito referentes a
subespacios, adherencia y axioma T, se extienden al caso de las topologias por cajas
y producto en el caso infinito.

Proposiciéon. Sea A; C X;, para cada i € [, ysea A = [[,,, A C [[.o,Xi = X.
Consideremos en X la topologia por cajas (resp. producto).

Entonces la topologia de A como subespacio de X coincide con topologia por cajas (resp.
producto) de A como producto de espacios topoldgicos.

Proposicién. Sea X = [],_, Xi un producto de espacios T,. Entonces X es T, en las
topologias por cajas y producto.

Proposicién. Sea A; C X, para cada i € | ysea A = [[,., A C [[;o,Xi = X.
Consideremos en X Ia topologla por cajas (resp. producto).
Entonces A =[]

IGI
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Topologia producto (para productos infinitos)

En cambio el hecho de que una funcidén sea continua si y solo si lo es cada una de sus
funciones componentes solo se cumple para la topologia producto.

Teorema. Sea f : X — Y = [],., Yi dada por la ecuacién f(x) = (fi(x))ic/, donde
f, : X — Y; para cada i € [. Consideremos en Y la topologia producto.
Entonces f es continua si y solo si cada funcién f; es continua.

Demostracién. =) Sea 7; la proyeccién del producto sobre su factor i-ésimo, que es
claramente una funcién continua. Asi, si f : A — [1X; es continua, se tiene que f; = 7;f
es composicién de funciones continuas y por tanto es continua.

<) Sea V =[], Vi abierto de Y = existe i1, ..., i tal que V; abierto de Y; si i €
{il, i2, Ce ik}, Yy V, = \/, Sif Q {il, iz, ey Ik} = fﬁl(\/) = miel U,', donde U,' = f;_l(\/,)
abierto de X si/ € {il,ig,. . .,ik}, \% U, = flil(Y) =Xsii € {il,iQ, .. .,ik} = f_l(\/)
es una interseccién finita de abiertos de X y por tanto es abierto en X.

Observacion. El teorema anterior no se cumple para la topologia por cajas.

Por ejemplo, si consideremos R* = [[; R, y f : R — R dada por f(t) = (¢, t,t,...),

entonces cada funcién coordenada de f es continua pero f no es continua si consideramos
y - - 11 11

en R la topologia por cajas, pues £~ *((—1,1) % (3,3) X (5,3) X ...) = {0} que no es

abierto en R. /



Topologias de subespacio, producto y cociente Topologia producto (para productos infinitos)

Ejercicios de topologia producto

Ejercicio 10. En el espacio producto (R, 77)) x (R, 7)) describir la topologia inducida
en los subconjuntos X = {(x,—x) : x e R} e Y = {(x,x) : x € R}.

Ejercicio 11. Sean X e Y espacios topoldgicos. Dado U C X x Y, x € X, y € Y, sean
Uc={yeY|(xy)e U}y U ={xeX|(x,y) € U}. Demostrar que si U es abierto
en X x Y, Ugy U, son abiertos en Y y en X, resp., paracadax € X ycaday € Y. jEs
cierto el reciproco?

17/26



Topologias de subespacio, producto y cociente Topologia producto (para productos infinitos)

Ejercicios de topologia producto

Ejercicio 12. Sea B; = {{a} x (b,¢) | a, b, c € R}. Demuestra que B; es base de una
topologfa producto en R?. Estudia si la topologia generada por B es T».

Ejercicio 13. Demostrar que X es T, si y sélo si A = {(x,x) : x € X} es cerrado en
X x X.

Ejercicio 14. Sean f, g : X — R dos funciones continuas. Probar que son continuas:

a) (f + g)(x) = f(x) + g(x), b) (fg)(x) = f(x)g(x). ) h(x) = f(x)/g(x) si g(x) # 0
para todo x € X.
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Ejercicios de topologia producto

Ejercicio 15. Demostrar que si f,g : X — R son funciones continuas, entonces el
conjunto A= {x € X : f(x) < (g(x))?} es cerrado.

Ejercicio 16. Dar un ejemplo de una funcién continua f : X — Y cuyo grafo
{(x,f(x)) : x € X} no sea cerrado en X x Y y de una funcién no continua cuyo grafo si
lo sea. Indicacion: Pensar en la identidad de R en R poniendo topologias adecuadas en
el espacio de salida y en el de llegada.
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Topologia cociente

Sea (X, T) un espacio topoldgico y sea R una relacién de equivalencia (reflexiva, simétrica
y transitiva) en X. Sea X* el conjunto de las clases de equivalencia (conjunto cociente).
Sea p : X — X* la aplicacién sobreyectiva (aplicacién cociente) que lleva cada punto
de X en su clase de equivalencia.

Consideramos en X* la familia 7" ={V Cc X* | p"}(V) € T}.

Proposicion. 7™ es una topologia y es la mas fina en X* que hace que p sea continua.
Demostracién. a) p 1)) =0T =0T " p*(X)=XeT =X eT"

b) Sea {V, | i € I} ¢ T° = pYV,) € T para todo i € | =
pil(Uiel V,) = Uiel pil(vi) € T = Uiel Vl € T*

c) Sea {Vi,Vo,....V,} € T = p}V;) € T para todo i € {1,2,...,n} =
PN V) =N p (V) eT =N VieT"

Es inmediato que 7™ es la topologia mas fina en X* que hace que p sea continua.

El espacio (X*, T™) se denomina espacio cociente de X (7" es la topologia cociente)

Observacion. La nocién de espacio cociente se puede definir también en términos de
particiones de X, o, mas en general, para cualquier aplicacién suprayectiva de un espacio

topolégico X en un conjunto Z.
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Ejemplos de espacios cociente

Ejemplo. Sea X =R y la particién de R dada por P = {(—o0,0), {0}, (0, 00)}.

El conjunto cociente es de la forma X* = {a, b,c} y la aplicacién cociente cumple
p((~0c,0)) = {a}, p(0) = b, p((0.5¢)) = {c}.

La topologia cociente es 7" = {0, {a}, {c},{a, c}, {a, b, c}}.

Ejemplo. Sea X = Ry la particién de R dada por P = {A, | n € Z}, donde A, = {n}
sinespar,y A, =(n—1,n+1)si nesimpar. Podemos identificar el conjunto cociente
con Z y la aplicacién cociente cumple p(n) = nsinespary p(n—1,n+1)={n}sin
es impar. La topologia cociente es la topologia de la recta digital.

Asi, la recta digital es espacio cociente de la recta real por la relacién de equivalencia
dada por la particién anterior.

Ejemplo. Sea X = [0,1] y la relacién de equivalencia R dada por xRy < x =y 6 |x —
y| = 1. El espacio cociente es homeomorfo a la circunferencia S* con la topologia usual.
Equivalentemente, diremos que la circunferencia es el espacio cociente resultante del
intervalo [0, 1] al identificar los extremos del intervalo a un punto.
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Ejemplos de espacios cociente

Supongamos que en el cuadrado de la derecha identificamos los puntos
de los lados marcados a segtn la direccién de las flechas (es decir,
identificamos cada punto de la forma (0, x) con el punto (1, x)).

El conjunto cociente resultante es un cilindro.

aa Aa

Supongamos que hacemos lo mismo cambiando el sentido de una de
las flechas (es decir, identificamos cada punto de la forma (0, 1) con

ar Y9 el punto (1,1 —x)). El conjunto cociente resultante es una banda de
Moebius. P b P
Si ahora identificamos los puntos marcados a por un lado y los
marcados b por otro (lo que obliga a que los 4 vértices del cuadrado se 24 12
identifiquen a un punto), el conjunto cociente resultante es un toro.
P a P -
> P b P

Si hacemos lo mismo cambiando el sentido de una de las flechas, los
4 vértices siguen yendo a un mismo punto, y el conjunto cociente
resultante es una botella de Klein.

bi vb
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. . . a
Ejemplos de espacios cociente P4 Q@
Supongamos que cambiamos el sentido de una de cada par de flechas
(lo que hace que ya no todos los vértices vayan a un mismo punto). °4 \
El conjunto cociente resultante es el plano proyectivo.

b -
£ ~ Q Q a P
Si en vez de identificar lados opuestos identificamos lados adyacentes
bk va segun la figura de la derecha, el conjunto cociente resultante es una
esfera. P

@ 2 R a a
Una esfera puede obtenerse también a partir de un disco como se
indica en la figura*.

P
Q
Si cambiamos el sentido de una de las flechas, el conjunto cociente es

a a el plano proyectivo**.

*Una esfera puede obtenerse también a partir de un disco identificando todos los

puntos del borde a un tnico punto. **El plano proyectivo puede obtenerse tambiém
i . . ) 23/26
P a partir de una esfera identificando puntos antipodales.
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Topologia cociente

g
Teorema. Sea X* un espacio cocientede X y p: X — X* la X 4
aplicacién cociente. Sea Z otro espacio.
a) Sea f : X* — Z una aplicaciéon y sea g : X — Z la P f
aplicaciéon composicién g = fp. X

Entonces f es continua si y solo si g es continua.

b) Reciprocamente, si g : X — Z es una aplicacién que es constante sobre cada
conjunto p~1(y), entonces g induce una aplicacién f : X* — Z tal que fp = g.
Ademas, f es continua si y solo si g es continua.

Demostracion. a) Si f es continua, entonces g = fp es continua.

Reciprocamente, supongamos que g es continua. Sea V abierto de Z. Entonces g~}(V)
es abierto en X. Pero g7}(V) = p~}(f"}(V)) y como p es una aplicacién cociente, se
sigue que f~1(V) es abierto en Y.

b) Como g es constante en p~*(y), si definimos f(y) = g(p~'(y)) tenemos definida una
funcién f : X* — Z tal que, para cada x € X, f(p(x)) = g(x).
Ademds, por (a), f es continua si y solo si g es continua.
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Ejercicios de topologia cociente

Ejercicio 17. ;Qué espacio cociente se obtiene si en el intervalo [0, 5] se identifican los

enteros a un punto? ;Y si se identifican los pares a un punto y los impares a otro?

Solucién:

Ejercicio 18. Si en un cuadrado se identifica su frontera a un punto
se obtiene una esfera. j Qué se obtiene si en el cuadrado de la derecha

identificamos los puntos marcados con a a un mismo punto? a
Solucioén:
a
a
a a |a |a iQué se obtiene si identificamos en el cuadrado de la izquierda los
puntos marcados con a a un mismo punto?
Solucidn:
a
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Ejercicios de topologia cociente

¢
Ejercicio 19. Supongamos que en el cuadrado de la derecha
identificamos todos los puntos de a a un mismo punto, todos los puntos 3 b lc |a
de b a un mismo punto, todos los puntos de ¢ a un mismo punto, y
para el caso de d identificamos cada punto (x,0) con el punto (x, 1) _
i Qué se obtiene en este caso? d

Solucién:

Ejercicio 20. jQué espacio cociente se obtiene si en la esfera colapsamos los puntos de
un disco a un punto? ;Y si colapsamos el ecuador a un punto? ;Y si colapsamos un

meridiano (que va del polo norte al sur, pero sin volver por el otro lado, a un punto? ;Y
si identificamos los polos?

Solucién:
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